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Рассматривается вопрос о математическом описании источника внутренних гравитационных 
волн (ВГВ) и эффективности генерации ВГВ в зависимости от параметров волны и характеристик 
источника. Исследовано влияние высоты модельного тропосферного источника на эффективность 
генерации гравитационных волн. Приведен необходимый набор математических выкладок. Эффек-
тивность генерации ВГВ в зависимости от параметров волны и характеристик источника проиллю-
стрирована с помощью расчетов амплитуды возмущения вертикальной скорости.
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Введение
Атмосферные внутренние гравитационные волны (ВГВ) являются одним из 

основных механизмов передачи энергии из тропосферы в более высокие слои ат-
мосферы. Теоретическую основу при изучении и моделировании гравитацион-
ных волн составляют базовые уравнения гидротермодинамики [9], примененные 
к воздушной среде. Исследование системы уравнений гидротермодинамики ат-
мосферы и их линеаризация позволяют получить систему уравнений для ампли-
туды волновых возмущений [4, 7]. 

Наблюдения за проявлениями волн в серебристых облаках мезосферы (на вы-
соте около 80 км) и последующий поиск расположения источника волн позволяют 
сделать вывод, что ВГВ от тропосферных источников могут проявляться на зна-
чительном вертикальном удалении от источника волны [12, 13].
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Целью данной работы является изучение эффективности генерации внутрен-
ней гравитационной волны в зависимости от частоты и горизонтальной длины 
волны с помощью построения функций Грина для задачи расчета амплитуд вол-
новых возмущений. Существует, как будет показано далее, область частот и длин 
волн, при которых эффективность генерации ВГВ и их амплитуды достигают 
своих наибольших значений. При изучении эффективности генерации ВГВ также 
учитывается тот факт, что в соответствии с результатами наблюдений [14―16] 
в реальной атмосфере преобладают ВГВ со следующими параметрами: период 
от 10 минут до 4 часов, горизонтальная длина волн λx от 50 до 600 км, фазовая 
скорость в пределах от 5 до 50 м/с. 

Уравнение вертикальной структуры ВГВ
Решать задачу об определении структуры гравитационных волн (зависимость 

амплитуды возмущений от высоты и входных параметров волны) можно как 
численно, так и аналитически. Для поиска аналитического решения используем 
функцию Грина для амплитуды вертикальной скорости ветра.

Приведение системы гидродинамических уравнений для волновых возмуще-
ний к виду, пригодному для построения функций Грина, содержится в моногра-
фии [5]. В ней для спектральных составляющих волнового возмущения, завися-
щих от горизонтальной координаты и времени в форме плоской установившейся 
гармонической волны ′( ) = ( ) ⋅ −( )( )w z W z i k x t

x
exp ω , выведено так называемое 

уравнение вертикальной структуры ВГВ:

d
dz

k z w z zz

2

2
2+ ( )







 ( ) = ( ) ϕ ,   (1)

где ϕ z( )  — зависящая от высоты амплитуда Фурье-преобразования волнового 
источника по времени и горизонтальным координатам; w z W z g z H( ) = ( ) ⋅ ⋅ −( )ω / /exp 2 

w z W z g z H( ) = ( ) ⋅ ⋅ −( )ω / /exp 2 — безразмерная амплитуда вертикальной скорости, причем мно-
житель exp −( )z H/ 2  компенсирует рост амплитуды волны с высотой за счет 
уменьшения плотности; g — ускорение свободного падения; ω — частота волны. 
В выражении (1) kz z= 2π / λ  — вертикальное волновое число, связанное с други-
ми параметрами волны дисперсионным соотношением [5], имеющим следую-
щий вид:

k N k Hz x
2 2 2 2 21 4= ( ) − ( )/ / ,ω   (2)

где N g H= −( ) ⋅γ γ1 / /  — частота Брента — Вяйсяля, H — высота однородной 
атмосферы, kx x= 2π / λ  — горизонтальное волновое число, γ = ≈C Cp v/ ,1 4  — от-

ношение теплоемкости воздуха при постоянном давлении к теплоемкости при по-
стоянном объеме. 
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Наблюдаемые в атмосфере волновые возмущения и их источники могут быть 
представлены в виде суперпозиции монохроматических волн с помощью преоб-
разования Фурье. Квазистационарные источники ВГВ могут возникать, например, 
в струйных течениях и фронтальных зонах, когда время их существования превы-
шает несколько периодов ВГВ. Наблюдения [12 — 16] выявляют ВГВ, связанные 
с тропосферными метеорологическими явлениями.

Свойства функции Грина
Уравнение (1) можно записать в символьном виде следующим образом:

 w z[ ] = ( )ϕ ,   (3)
где   ― дифференциальный оператор второго порядка в левой части (1). В об-
щем виде краевая задача решается для граничных условий при z = 0 и z = zmax вида

α β1 10 0 0 w dw dx( ) + ( ) =/ ,   (4)

α β2 2 0 w z dw z dxmax max( ) + ( ) =/ ,   (5)

причем константы α1 и α2 удовлетворяют соотношениям α β1
2

1
2 0+ ≠  и α β2

2
2

2 0+ ≠ .  
Функция Грина G z,ζ( )  определяется таким образом, чтобы решение рассматри-
ваемой граничной задачи можно было представить в виде

w z G z d
z

( ) = − ( ) ( )∫
0

max

, .ζ ϕ ζ ζ   (6)

Для любого ζ 0, zmax( )  можно рассмотреть раздельные функции для обла-
стей ниже и выше ζ:

G z
G z z
G z z

,
, , ,
, , .

ζ
ζ ζ
ζ ζ

( ) = ( ) <

( ) >





1

2

 
 

 (7)

Функции G1 и G2 обладают следующими свойствами [10]:
1)  функции G1 и G2 удовлетворяют однородным уравнениям

 G z1 0[ ] = <,  ζ   (8)
и

 G z2 0[ ] = >, ; ζ   (9)
2) функция G1 удовлетворяет граничному условию (4), а функция G2 — гра-

ничному условию (5);
3) функция G непрерывна при z = ζ :

G z G z
z z1 2, , ;ζ ζ
ζ ζ

( ) = ( )
= =

   (10)

4) производная функция G по z меняется скачком при z = ζ :
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dG z dz dG z dz
z z2 1 1, / , / .ζ ζ
ζ ζ

( ) − ( ) = −
= = (11)

Скачок производной при z = ζ  связан с различным соотношением волн, рас-
пространяющихся вверх и вниз в областях выше и ниже ζ, что необходимо для 
удовлетворения различающихся нижнего и верхнего граничных условий (4) и (5).

Функция Грина для уравнения вертикальной структуры ВГВ
Рассмотрим решение уравнения вертикальной структуры ВГВ (1) с помощью 

построения функции Грина для распространяющихся по вертикали волн, генери-
руемых распределенными в атмосфере источниками. На нижней границе атмо-
сферы используем условие твердой стенки

w z
z

( ) =
=0

0. (12)

Верхнее граничное условие соответствует излучению волн, распространяю-
щихся вверх:

dw z
dz

ik w z
z

z z





( )
= − ( )

→∞
→∞

.   (13)

Построение функции Грина дифференциального оператора уравнения (1) 
возможно только при kz = const. В этом случае уравнение (1) при φ(z) = 0 имеет 
два фундаментальных решения: w i k zz

+ = +( )exp  и w i k zz
− = −( )exp .

Для получения решения w z( )  методом функций Грина введем функцию 
u z( ) , которая удовлетворяет уравнению (1) при φ(z) = 0 и граничному усло-
вию (12), и функцию v z( ) , которая также удовлетворяет этому уравнению и верх-
нему граничному условию (13). Эти функции могут быть представлены в виде 
суперпозиции полученных выше фундаментальных решений, т.е. u z a w z a w z( ) = ( ) + ( )+ −

1 2 
u z a w z a w z( ) = ( ) + ( )+ −

1 2  и v z a w z a w z( ) = ( ) + ( )+ −
3 4 , где ai — константы. Из нижнего граничного 

условия получаем: u z =( ) =0 0  или a a2 1= − . Условие (13) дает a3 0= . Учитывая, 
что коэффициенты a1 и a4 могут быть взяты произвольно (положим их равными 
единице), получаем две функции: u z w z w z( ) = ( ) − ( )+ −  и v z w z( ) = ( )− , каждая из 

которых удовлетворяет однородному уравнению и одному из граничных условий.
Первые два из указанных выше свойств функции Грина выполняются, если 

определить эту функцию в виде

G z
c u z c e e z

v z c e zc

i k z i k z

i k z

z z

z

,
, ,

,
ζ

ζ

ζ
( ) =

( ) = −



 <

( ) = >

−

−

1 1

2 2

 

 ..






   (14)

Третье и четвертое условия могут быть использованы для определения по-
стоянных c1 и c2. Подставив (12) и (13) в (10) и (11), получим систему уравнений: 
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c v c u

c v c u
2 1

2 1 1

ζ ζ

ζ ζ

( ) = ( )
( ) − ( ) = −







,

' ' ,
   (15)

где

′( ) ≡ ( ) = + =

−u du z dz ik e e
z z

ik ikz zζ
ζ

ζ ζ/ ,   (16)

′( ) ≡ ( ) = −
=

−v dv z dz ik e
z z

ikzζ
ζ

ζ/ .   (17)

Решая систему (15) относительно c1 и c2, получаем выражения для коэффици-
ентов c1 и c2, которые могут быть упрощены [10], если учесть, что функции u z( ) �  
и v z( )  удовлетворяют однородному уравнению  u[ ] = 0 . Если ввести определи-
тель Вронского V z v z u z v z u z( ) ≡ ( ) ( ) − ( ) ( )' ' , для которого (в случае задачи (1)) 
выполняется условие V A ikzξ( ) = ≡ − = −−const 1 2  (см. работу [10]), то, решая си-
стему (15) относительно c1 и c2, получаем:

c
v

v u v u
Av1 =

( )
( ) ( ) − ( ) ( ) 

= ( )ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ
' '

,  (18)

c
u

v u v u
Au2 =

( )
( ) ( ) − ( ) ( ) 

= ( )ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ
' '

.   (19)

Тогда функция Грина записывается в виде

G z
Av u z z
Au v z z

,
, ,
, .

ξ
ξ ξ
ξ ξ

( ) = ( ) ( ) <

( ) ( ) >






 
 

   (20)

Используя вышеприведенные выражения для функций v ζ( )  и u ζ( )  и их про-
изводных, можно выражение (20) привести к виду

G z
k
e k z z

k
k e z

z

ik
z

z
z

ik z

z

z

,
sin , ,

sin , .
ζ

ζ

ζ ζ

ζ

( ) =
( ) <

( ) >








−

−

1

1
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Согласно (6) решение уравнения (1) запишется в виде

w z e
k

k d
k z
k

e
ik z

z

z

z
z

z z

z
ik

z
z( ) = − ( ) ( ) −

( ) (
−

−∫ ∫
0

sin
sin max

ζ ϕ ζ ζ ϕ ζζ ))dζ. (22)

Подстановка решения (22) в уравнение (1) с учетом условий, накладываемых 
на функцию Грина (см. выше), позволяет показать, что решение (22) действитель-
но является решением поставленной краевой задачи. Для того чтобы это проде-
монстрировать, получим выражение для первой производной от амплитуды:
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dw z
dz

ie k d k ezik z
z

z z
z

z
ikz

max

z
 ( )

= ( ) ( ) − ( ) ( )− −∫ ∫
0

sin cosζ ϕ ζ ζ ϕ ζζ ddζ,  (23)

а также для ее второй производной:

d w z
dz

k e k d k k z ez
ik z

z

z z z
z

z
ikz

max

z

2

2
0

 ( )
= ( ) ( ) + ( )− −∫ ∫sin sinζ ϕ ζ ζ ζζϕ ζ ζ

ϕ ϕ

( )

+ ( ) + ( )  ( ) = − ( ) + ( )−

d

k z i k z e z k w z zz z
ik

z
zz

+

cos sin .2
 (24)

Видно, что, если перенести − ( )k w zz
2
  в левую часть, выражение (24) сведется 

к формуле (1). 
Решение (22) подчиняется также граничным условиям (12) и (13). Покажем 

это на примере верхнего граничного условия (условия излучения) в форме (13). 
Например, с учетом (23) можно получить

dw z
dz

ie k d

ik e
k

z

ik z
z

z

z

ik z

z

z

z

max

z max

 ( )
= ( ) ( ) =

= −

→

−

−

∫
∞

ζ ϕ ζ ζ
0

0

sin

∫∫ ( ) ( )











= − ( )

→
sin .k d ik w zz z z

ζ ϕ ζ ζ
∞

   (25)

Волновой компонент вертикальной скорости труднодоступен для скорости 
прямых измерений. Однако, как показано в [5], при отсутствии диссипации, ам-
плитуды волновых возмущений других гидродинамических переменных можно 
определить по амплитуде вертикальной скорости с помощью поляризационных 
соотношений теории ВГВ [2, 5].

Результаты расчета
Амплитуды w  были вычислены на основе выражения (23) с помощью ква-

дратурных формул. Зависимость амплитуды w  от вертикальной длины волны 
λ πz zk= 2 /  и от высоты максимума функции источника ϕ z( )  для (23) показана на 
рис. 1. Для приведенного примера функция локализованного по высоте источника 
ϕ z( )  представляет собой функцию Гаусса фиксированной полуширины:

ϕ z z z
z

( ) = −
−




















Φ
∆

exp ,0

2

   (26)

где z0 и Δz — высота максимума и полуширина, Φ — максимальная амплитуда 
источника. Для исследования эффективности волновых источников с разными пе-
риодом и горизонтальной длинами в расчетах использованы постоянные значения 
Φ = 10–12 м–2 и Δz = 1 км.

Из рисунка видно, что зависимость от вертикальной длины волны и высоты 
источника носит сложный характер, который можно объяснить, если рассмотреть 
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решение w  на высотах выше максимума источника. В таком случае в выраже-
нии (23) останется только первое слагаемое в правой части:

w z e
k

k d
ik z

z

z

z

z

( ) = − ( ) ( )
−

∫
0

sin .ζ ϕ ζ ζ   (27)

Видно, что величина w z( )  с точностью до множителя является сверткой си-
нуса с источником. При постоянстве фазы источника с высотой наибольшие зна-
чения w  наблюдаются в случаях, когда максимумы источника близки к экстре-
мальным значениям синусоиды, а наименьшие, когда максимум источника близок 
к узлу синусоиды. Из рис. 1 видно, что число максимумов w  возрастает с увели-
чением высоты источника и уменьшением λz.

Для того чтобы пояснить закономерности распределения максимумов w , 
приведем рис. 2, на котором схематично изображено качественное поведение 
функций ϕ z( )  (источника, локализованного на высоте 10 км), sin k zz( )  и 
sin k z zz( ) ( )ϕ  для λz = 8 км (рис. 2 а) и λz = 10 км (рис. 2 б). При λz = 8 км максимум 
синусоиды и максимум источника совпадают, поэтому свертка величины 
sin k z zz( ) ( )ϕ  принимает бóльшие значения, чем в случае λz = 10 км, когда макси-
мум источника совпадает с нулем синусоиды.

Дисперсионное уравнение (2) позволяет определить величину вертикального 
волнового числа kz для заданных значений как функцию горизонтальной длины и 
периода. Затем можно вычислить вертикальную длину волны, значения которой 
для различных комбинаций периода и горизонтальной длины волны приведены 
в табл. 1. В случае отрицательных значений kz

2  в таблице для λz ставится прочерк.

Рис. 1. Безразмерные амплитуды вертикальной скорости w   
на высоте 20 км в зависимости от вертикальной длины волны λ πz zk= 2 /   

и высоты максимума источника z0.
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Таблица 1
Вертикальная длина волны (км)  

для различных значений периода (Т) и горизонтальной длины волны (λх) ВГВ

λх км
T мин

10 50 100 150 200 250
50 27,4 5,2 2,6 1,7 1,3 1,0

100 65,2 10,5 5,2 3,5 2,6 2,1
150 174,6 16,0 7,9 5,2 3,9 3,1
200 — 21,6 10,5 7,0 5,2 4,2
250 — 27,4 13,2 8,8 6,6 5,2
300 — 33,6 16,0 10,5 7,9 6,3
350 — 40,3 18,8 12,3 9,2 7,3
400 — 47,6 21,6 14,1 10,5 8,4
450 — 55,8 24,5 16,0 11,9 9,5
500 — 65,2 27,4 17,8 13,2 10,5
550 — 76,2 30,5 19,7 14,6 11,6
600 — 89,8 33,6 21,6 16,0 12,7

Использование значения kz, полученного из уравнения (2), в (23) позволяет 
получить амплитуду ВГВ для разных значений высоты источника. Например, взяв 
четыре значения высоты источника (2, 5, 7 и 10 км), можно получить зависимость 
амплитуды ВГВ (см. выражения (23) и (27)) для разных значений высоты как 
функции периода и горизонтальной длины волны. 

Рис. 2. Качественный характер поведения источника ϕ z( ) ,  
локализованного на высоте 10 км, sin k zz( )  и sin k z zz( ) ( )ϕ . 

а) λz = 8 км, б) λz = 10 км.

а) б)
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На рис. 3 приведена безразмерная амплитуда 
w  на высоте 20 км в зависимо-

сти от периода ВГВ при различных значениях λх. Видно, что рассчитанная ампли-
туда ВГВ зависит как от высоты источника, так и от характеристик волны (перио-
да и горизонтальной длины волны). Это подтверждает приведенные ранее выводы 
о зависимости амплитуды ВГВ от соотношения между длиной волны и высотой 
источника. На рис. 3 при фиксированном λх амплитуда ВГВ на высоте 20 км уве-
личивается с уменьшением периода при всех рассмотренных значениях высоты 
максимума волнового источника. 

Рис. 3. Безразмерная амплитуда вертикальной скорости ВГВ на высоте 20 км  
для источника, локализованного на высоте 2 км (а), 5 км (б), 7 км (в) и 10 км (г) 

в зависимости от периода ВГВ для различных значений горизонтальной длины ВГВ (λх).

Кривая  …………… 1 2 3 4 5 6
λх км. ……………… 100 200 300 400 500 600

а) б)

в) г)



25

МЕТЕОРОЛОГИЯ

На рис. 1—3 анализируется безразмерная амплитуда вертикальной скорости 
w , входящая в уравнение (1). Для интерпретации атмосферных наблюдений бо-

лее интересна размерная амплитуда вертикальной скорости
W z gw z z H( ) = ( ) ( ) exp / / .2 ω   (28)

На рис. 4 приведены результаты, аналогичные тем, что приведены на рис. 3, 
но для размерной амплитуды вертикальной скорости W на высоте 20 км. В целом 

а) б)

в) г)

Рис. 4. Амплитуда размерной вертикальной скорости ВГВ на высоте 20 км  
для источника, локализованного на высоте 2 км (а), 5 км (б), 7 км (в) и 10 км (г)  

в зависимости от периода ВГВ для различных значений горизонтальной длины ВГВ (λх).
Условные обозначения 1—6 см. рис. 3.
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кривые на рис. 4 аналогичны соответствующим кривым на рис. 3, однако возрас-
тание W с уменьшением периода волны происходит медленнее из-за наличия ω 
в знаменателе выражения (28).

Из рис. 1—4 видно, что при неизменных характеристиках источника большей 
эффективностью генерации обладают возмущения с большей длиной волны и 
меньшим периодом. Однако на рис. 1, 3 и 4 можно обнаружить комбинации пери-
ода и длины волн, при которых эффективность генерации незначительна. При 
фиксированной горизонтальной длине волны эффективность генерации ВГВ 
в среднем уменьшается при увеличении периода. Это можно объяснить тем, что 
при увеличении периода волны (как следует из формулы (2) и табл. 1) возрастает 
вертикальное волновое число (уменьшается вертикальная длина волны) и в соот-
ветствии с выражением (27) уменьшается значение w .

Заключение
В работе использована концепция функции Грина и методика расчета ампли-

туд ВГВ волновых источников, амплитуда которых является функцией высоты. 
В отличие от аналогичных предыдущих исследований на верхней границе ис-
пользуются условия излучения, дающие более физически оправданные резуль-
таты. Применение указанной методики при расчете амплитуды ВГВ позволяет 
оценить эффективность генерации ВГВ в зависимости от горизонтальной длины 
волны и периода.

Результаты расчетов показывают, что эффективность генерации при заданном 
периоде возрастает при увеличении горизонтальной длины волны. Большей эф-
фективностью генерации обладают волны с большей вертикальной длиной. При 
фиксированной горизонтальной длине эффективность генерации ВГВ уменьша-
ется при увеличении периода волны. Эти тенденции являются следствием соот-
ношения между вертикальной длиной ВГВ (зависящей от горизонтальной длины 
волны) и высотой источника. Минимумы эффективности генерации соответству-
ют случаям, когда узел волны приходится на максимум в высотном распределении 
источника.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научно-
го проекта № 18-05-01050.
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